Chapitre 16 - Correction des exercices

Exercice 1:

—z ? 2 —z 2 ? 3
1. e ﬁl—m—l—?—l—o(aj)doncwe ﬁx—x —I———I—O(az).

3 5 : 2 4

) x x sin(x) x x 5

9. -4 T 6 —1-Z 42 .
sin(z) = =T - + 120 + 0(2°) donc s 5 + 120 + o(z)

3 4 70

1 o Lo L 5
n(l+z) = 2+3 T + o(z°).

Par prodult

sin(x) B 2?2 2t 5 T s 5
——h(l+a2) = <1—6—|—120+O(x) x—3+§——+—+o(x)
3

1+ 22 4 2 3 4 5
3 ln({ii)—ln(l—i—x) ln(l—x)—xQ—a;—i—O(a?E’)—(—:c—é—2—2—5—1—(’)(375))
1 1+ a2 +3x2+x3 x4+x5+o( 5)
n =r+—4=—-—+ = x
l—z ) o0 2 3 4 5
4 In(1+42?) 1‘2—%4—1—(9 z°) B x—% o(z?) o + o(z?)
In(l—z) 0 3 - 2 L o(a3) 0 122 L o(z2) 0 14+L 42T 4 0(z2)
3 3 r 2?2 3
k(a:)?(—x+?+o(x))(1—§—§+Z+o(x )
r? T’

Exercice 2: On applique la formule de Taylor-Young car les fonctions sont de classe €.

us

(T (T ™ (z—5)? . ™ (x—T)3 T
L gte) 5 sn (5) +sif (5) (o= ) s () S50 4 <4)64+O<($‘4)3>

V2 V2, om VE, o om2 VB, o 7
?22+22@‘4)‘42<"”—4)2—122@—4)3*0((”"4)3)

V3 ™ T V3 T 7T
o535 (=) 16D 5 - e 5))

3. On doit calculer les 2 premieres dérivées de h.

h(z) = eV, I(zx) = W'(z) = ——Y*

2f
h(l) = e W(1)= 5, h'(1) =0

Donc, h(x) =e+ g(:v — 1) +o((z —1)?).

4. On doit calculer les 2 premieres dérivées de k.

1 12+\/5 + 2\/5
He) = (i), K@) = 5o, W) = 5B
K1) = @), K1) =, K1) ==

Donc, k(z) = In(2) + Yo - 2@-12 ro(@—1)?).
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Chapitre 16 - Correction des exercices 2

Exercice 3:

1. f(z) = In(2 + sin(z)) = In <2 <1 + Sméx)» = In(2) + In <1 48 > ) —In(2) +1In <1 + g - f; + O(:U3)>.

x
u(@) = 5 -5 to()
2 a? 3
u(z) e + o(z?)
3 a? 3
u(x) S 3 + o(z”)
O(u(az)g) = O(xg)
r 23 2?2 a3 3 r 2?2 2 3
Donc, f( )fln(2)+§—ﬁ—§+ﬁ+(’)(w ) fln(2)+§—§—ﬂ+o(x )
2. g(x) = eHE_%JF%GJrO(”CS) = e.e%_%+%+o($3)
0 0
r z2 3 5
u(x) = §—§+E+O(x)
2?2 a3
u(z)? S 173 + o(2?)
3 o’ 3
u(x) S 3 + o(z”)
o(u(x)?) = o(z?)
v x? 23 2?2 23 23 3 er ex? 3
Donc,g(x)—e(1+§—§ 1—6+§—E+E+O(x ))Ee—i-?—i—Tg—i-O(x )

2
) _ oz 2 2
ou u(x) i + =+ o(z”)
@ = T ol
u(x T 4 +O(;1: )
o(u(z)?) = o(z?)
r 2? oz 9 er llex? 9
Donc,h(ac)—e(1—2—1—34-8-1-(9(3;))H _?4_ o1 +o(z?)

Considérons u(a:)zg—%—i-ff—i—(’)(a:
r 2?2 a3 : r 22 23 1 (2% 23 1 /23 r 22 a3
n(+2 8+16+O(x)02 g 16 2(4 8>+3<8)+0(x)02 7 tatol)
r 2?2 23 2?2 28
exp(mln(l—i—Z—8+16+O(5L’3)>>?exp(2—4+O(x3)>
2 28 3
Posonsu(a:)??—z—ko(x)
Donc, k(z) (142 -2+ 2 4 o(?) + 2 o)
onc, k(x) =exp | zln — -+ = x = s x
! P 278 16 2 4

H. Bringuier PCSI 803 — Lycée Déodat de Séverac 2023/2024
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-1
Exercice 4: La fonction Arccos est dérivable sur | — 1;1[ et Vo €] — 1;1[, Arccos'(z) = ———.
—=—(1—=z =—-1—-— ). Par primitivation
V1—2? 0 2 P ’
m z3 3
Arccos(x) =5 %% + o(z?).

Exercice 5: D’apres le théoreme de la décomposition en éléments simples, il existe a, b, c € R tels que :

a b c

f:xHx+1+(:c+1)2+3—:E'

On trouve alors a = 1—16, b= i et c= %.
D’ou,
f . 1 » +1X 1 n 1 " 1
ST — - X — X —
16 14z 4 (142 48 1-%

Au voisinage de 0, on a donc :

flz) = i(1_$+x2_$3+0($3))+1(1—2$+3$2—43}3—|—O(w‘3))+i 1+§+£2+£3+O(x3)
z—0 16 4 48 3 9 27

1 80 352 5 1376 4 3
1@ 203~ 100t 132 1ase” Tl
Conclusion, au voisinage de 0, on a :
22 ,

1 86 . ,
03 9% T e T g® tole) -

f(x)
Exercice 6: On souhaite étudier la fonction = — Arctan(e”).

1. La fonction f est dérivable sur R comme composée de fonctions dérivables et

xT

N =
2. On va déterminer un DL & l'ordre 2 en 0 de la fonction f’.
e l+z+Z 4o(2?)
1+e2 14142z + 222+ o(x?)
11+z+% +o(2?) 1 22 ) s o )
s Txorairo@d ~ 2 et ro))-e—at+a®+o(e)
1 2 1 a2?
= 5.(1—a;+a:—a;2+%Jr(o(gcQ)):5—%Jro(gﬁ)
Par intégration,
Arctan(e”) = Arctan(e) + = x3+o( H=T42 x3+o( %)
rctan(e”) = Arctan(e - — — ’)=—4+-—-—= x
2 12 4 2 12
S TooT P .
3. La tangente a pour équation y = 1 + 5 Puisque la quantité —— change de signe autour de 0, la courbe

de la fonction f coupe la tangente.

R—R

Exercice 7: Soit f : i
Exercice 7: Soit f {xH osin(@)
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1. On va déterminer un DL3(0) de la fonction f.

. z3 73 23 2
esn(@) = exp(x—g—ko(a:g)):1+x—€+(9($3)+ <:c—6+(9(3:3)> + o(z%)
2

1+a:+%+o(x2)

D’ou

: x2
esin(®) = \lte+ o+ o(z?)

T 1.2 12 2

.0 f 2\ _ r oz 2
1+5+7 8+O(:):) 1+2+8+(’J(3:)

<l

La tangente a la courbe est donc la droite d’équation y = 1 + 3.

2. Le signe de f(z) — (1 + 5) nous permet de déterminer la position de la droite par rapport a la courbe.

2
On a f(z) — (1 + g) v % donc z — f(x) — (1 + %) est positive au voisinage de 0.

La courbe de f est au dessus de la tangente en 0.

Exercice 8: On va déterminer un équivalent en 0 de chacune de ces fonctions.

1.
2 2 2
x 9 x 9 x
In(cos(z)) = In (1—2+O(x )) i_?—i_o(x ) s
sin(x) v
In(cos(z)) 2 g
sin(z) o x 0 2
. Lo . . . In(cos(z))
Or, des fonctions équivalentes ont la méme limite donc lim —————= = 0.
z—0  sin(x)

2.

l+24+% +1—2+% +o0(z?) 2 z2

C (ZC) 0 2 0 +O(.1' ) 0 2

2
ch(z) —1 T
T 0 T
h(z) — 1 1 h(z) —1 1
Donc, lim i =———et lim & =
x—0~ x \/§ z—07F x ﬂ

3.

3 3 3 23

sh(z) — sin(x) v+ = to(@’) - (v - = +o(”) =5 + o) ~ 5

0
In(1+ z*) v 23

sh(z) — sin(x) N 5
In(1 + 23)

()
8

w
SN
W=

. sh(z) —sin(z) 1
done lim = a8 3
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Chapitre 16 - Correction des exercices 5

4.
1 1
(cos(z) + sin(x)) e = exp <tan(a:) In(cos(x) + sin(m)))
In(cos(z) + sin(x)) s In(1 4z + o(x)) e
1
tan(a) In(cos(x) + sin(z)) v 1
1
. . — o . . . m —
donc ili% tan(a) In(cos(x) + sin(z)) = 1. Par composition, ili%(cos(x) + sin(z)) e.
Exercice 9: (1 + %)n —e=emH)) _e— el 5 t0(5) _e—e (_% + O(%)) =-2 4 O(%)
D’ou u, ~ —%.

Exercice 10:
Les DL a l'ordre 3 et a 'ordre 5 ne vont pas permettre de conclure. Il faut aller jusqu’a ’ordre 7.

133 1‘5 1177
sin(:c) ? .I'—E—Fy—?—i‘(?(w?)
2 22 1727
ten(e) Gt g = gy o)

sin(tan(x)) = sin(x 4+ o

3 15 315
+x3+2x5 1727 1 +x3+2x5 3+ 1 +x3 5+x7+0( 7)
= r+=+—-———-=|2+=+— — |+ = = x
0 3 15 315 6 3 15 120 3 7!
3 5 T
tan(sin(z)) = tan (x ry + ST + o(ﬂ))
x3+x5 x7+1 x3+x5 3+2 23\’ 17()7+0( 7)
= ¢t-—+—-—=o+clz-——=—+—= —lz——] — ==(= x
0 6 5t 7 3 6 5! 15 6 315
7
sin(tan(z)) — tan(sin(z)) = —;C—O +o(z")
27
donc sin(tan(x)) — tan(sin(x)) ¥ T30

Exercice 11:

1. La fonction f est dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables sur R et
Vo € R, f'(z) = ch(x) + xsh(z)

Or, x — z et sh sont de méme signe donc f’ > 0 sur R. La fonction f est donc strictement croissante et
continue sur R. C’est donc une bijection de R sur | lim f(z); lim f(z)[=R.
T——00 T—>+00

2. Si la fonction f est de classe € sur R et que f’ ne s’annule pas alors la fonction f~! est de classe € sur
R.

3. On cherche un DL & 'ordre 5 en & = 0 de la fonction f~! sous la forme

fﬁl(y) ij ao + a1y + azy”® + asy® + a4y4 + asy® + O(y5)

La fonction f~! est impaire donc ag = as = a4 = 0.
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Chapitre 16 - Correction des exercices 6

On part du DL5(0) de la fonction f donné par

z? 4 3 2P 5
f(x) = xch(z) xiox<1+2+24+0(3: )> xj0x+?+ﬂ+o(:ﬁ )
De plus, Vz € R, f~'(f(z)) = 2 = 2 4+ 0(z°) donc on va composer le DL5(0) de f~! par f(z).
3 2P 5
f(zx) = x—i—?—i—ﬂ—ko(x)
3
3 _ .3 5 5
f(x) = g + o(z”)
5 _ .5 5
f(x) =@ + o(z°)
o)) = o(+)
1 o a2’ 3.3 5 5 5
H(f(2)) = a <x+2+24) + ag (m + 5T > + asz’ 4+ o(z°)
_ ay 5, (@ 3 5 5
= a1w+<2 —i—ag)x + <24+2a3+a5>:v + o(z)
Par unicité du DL5(0) de f~!, on obtient le systéme suivant
a 1
?1—1-@3:0 = as = ——
ﬂ+§a +a5=0 = 172
24 9 3 5 — a5—ﬂ
Finalement,
1 1
f i) = o— -2+ —2° + o(a%)

im_nn+1) el/n_ 1+

14+n2 1+ 4 n n n n n?

Exercice 12: u,, = e
[N 3
D’ou Up ~ 2

Exercice 13: La fonction f est continue sur | — 1; +00[\{0}.
Pour tout = €] — 1;+0o[\{0}, f(z) = In(l+z)—z

zIn(14x)
2 _ _a? 2 2
Or zln(1 + x) et In(l1+2z)—-2=-% +o(z*) donc In(1+ ) —x it -5
D’ou f(x) it —%. Donc f:axm L — m est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = —1.

Exercice 14: Considérons (E) : zy’ +y = e”. Résolution sur RY :
L’ensemble des solutions de ’équation homogene est {z — %, A € R} et, a I'aide de la méthode de la variation de

exp(x)

la constante, on trouve x +—> comme solution particuliere.

Ensemble des solutions sur RY : {z — H%p(m), A€ R}
Résolution sur R* :
L’ensemble des solutions de I’équation homogene est {z +— %, u € R} et, a l’aide de la méthode de la variation de

exp(z)

la constante, on trouve x — comme solution particuliere.

Ensemble des solutions sur R* : {z — ’H_%p(x), u € R}
y solution de (E) sur R si et seulement si
Vo € R, y(x) = 222@ oy x e R
* _ ptexp(z)
Ve e R* ,y(z) = =P o p e R
y est dérivable en 0
y(0) =1
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Chapitre 16 - Correction des exercices 7

Soit y une telle fonction. y est dérivable en 0 si et seulement si les dérivées en 0 a gauche et a droite existent et
coincident.

y(@)=y(0) _ exp(a)+A-z Tsid=-1
Or, pour x € R*, ) = . . .
v z—0t | +00 sinon.
1 .
- - 58 pu=-—1
Et, pour z € R*, y(xnggw) _ exp(x);ru z ]2 ,U«.
r z—0~ | =00 sinon.
1siz=0
Donc il existe une unique solution sur R qui est = +— { epla)=1
p .

Exercice 15:
: : . sin(z) .
Soit la fonction f définie sur R par f(z) = siz#0,et f(0)=1.
x
La fonction f est de classe €' sur R* par quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas.
De plus, f(z) ~ 1, donc f(x) — f(0) d’out f est continue sur R.
Tr—r T—

Pour tout z € R*,

cos(z)x — sin(x)

() =
Or cos(z)x — sin(x) =, o(x?), donc f'(x) - 0.

D’apres le théoréme de la limite de la dérivée, f est de classe € sur R et f/(0) = 0.

22

Exercice 16:

1. Pour n € N*, on pose f, :  + x> + nx — 1 définie sur R.
Cette fonction est continue et dérivable sur R. Une étude de sa dérivée montre qu’elle y est strictement
croissante.
De plus, lim f,(z) = —occet lim f,(z) =400
T——00 T—r+00
Finalement, f, est une bijection de R dans R. Le réel 0 a donc un unique antécédent par f,. On le note z,
et il vérifie f,,(zy,) = 0.
1

1 1
2. Soit n € N*, f,(0) = —1et f, <> = —. Comme —1 <0 < %, par croissance de f,; 1, 0 <z, < —.
n n n

Par le théoreme d’encadrement, lir+n Zn = 0. On va maintenant essayer d’affiner le comportement de
n—-+0oo

(Zn)nen en +oo.

3

3. z, est solution de I’équation (E,) donc a3 +nx, =1 nr, =1 — x3.

1 1 1
Par passage a la limite, lim nz, = 1. Donc, x, ~ — donc z,, = — + O()
n—+o0 n n n

1 1 1 1
4. x, ~ — donc :U%N—s donc xizns—l—(9<).

n n n3

On remplace dans (Ey).

Et finalement,
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Exercice 17:

Exercice 18: Soit f: [-1,+00[ — [—e ! +oof .
r — xe”
La fonction f est dérivable et [’ : z +— (x + 1)e” est strictement positive sur | — 1, +00[ et s’annule uniquement

en 1. Donc f est strictement croissante et continue donc elle réalise une bijection de [—1,+oo[ & valeurs dans
[f(=1), lim f(z)[=[~e"",+00[. On a, pour tout y €]0, +o0f, f(f(y)) =y ie.
T o0

Fly)e! W =y,

On passe au logarithme et on divise par f~!(y),

In(f"'(y)  ,_ In(y)
— +1= — .
=) ()
De plus, par croissance comparée et en utilisant le fait que f~!(y) — +oo, on a M — 0.
y——+o0 f=t ) y——+00

Conclusion : f~Y(y) ~ In(y).

Yy—+00

Exercice 19: Soit f :  — x — In(z) définie sur [1; +ool.

La fonction f est dérivable et f': z +— 1 — % est strictement positive sur |1, 4+o00[ et s’annule uniquement en 1.

Donc f est strictement croissante et continue donc bijective de [1, 400 & valeurs dans [f (1), hm f(z)[=[1, o0l

On remarque déja que f~1(y) —+> +00. On a, pour tout y € [1;+oo], f(f~1(y)) =y i.e.
y——00

) —In(f ) =y

En divisant par f~1(y) et en remarquant que W — 0,ona f iy ~ .

Yy—+00 Yy—r+0o0
s 12z —1 _ — —1 — — =
Considérons f~(y) —y =In(f~"(y)) = Inly+o)) = @) +hd+od)) = n(y)+o()
-1 _
Donc f~(y) = _y-+1n(y) + o(n(y)).
—10 . 1 _ ) _ In(y) In(y) _  In(y In(y)
Ona f~1(y) —y—In(y) = In(f~'(y)) - <>—1n( ) = om0 o(R)) = B so(m).
. | _ n(y)
Conclusion : f~'(y) e y + In(y) ( ” )
L |
Exercice 20: Pour tout n € N, on définit u,, = / dz.
0 14 2n

1. Soit n € N*,

1 /1
In(2) + / In(1+ z")dx
0

1.P.P% n n

! 1
2. 11 suffit de montrer que / In(1+2")dz =0 ( > Pour tout y € Ry , 0 < In(1 4 y) < y d’ou, pour tout
0 n
n € N¥,

1 1
1
og/ ln(1+x”)dm</ 2"dx = :
0 0 n+1
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1

! 1 In(2
Par conséquent, / In(1+z")dz =0 <> et donc u, =1 — In(2) +0 <2>
0 n n n

Exercice 21: Soit n € N. La fonction f : x + tan(z) — = est continue et strictement croissante sur lintervalle
| =5 +nm, 5 +nnlet f(] -5 +nm § +nr]) =R. Donc f est bijective de | — § + nm, 5 4+ nx[ dans R. D’ou 0
admet un unique antécédent par f.

Conclusion : I’équation tan(x) = 2 admet une unique solution dans 'intervalle | — 5 +nm, T +nn[ que 'on note ;.

Ona—-Z+nr<2,<Z+nr Onadoncque z, ~ nm.
2 2 +o0

On s’intéresse a la quantité z,, — n.

On a tan(z, — nm) = tan(z,) = x,. De plus, z, —nrw €] — §, 7[.

D’ou ;, — nm = Arctan(z,). Dot z, —nm — §. Onadonc: z, = nr+ 5+ o(1).
+oo +o0

On s’intéresse a la quantité x, —nr — 3.

On a x, —nm — § = Arctan(z,) — § = —Arctan(i) ~ o~

PN — T _ 1 1
Douxn+zonﬂ+2 m—i—O(n).
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